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评价模型质量的标准,

RX 对未知数据的预测精确度

kX 模型的可解释性：即模型应该尽可能简单。简单的模型更能说明预测结果和协变量之间的关系，尤
其是当预测变量的数量很大时。

已有回归模型的比较,

Ç 最小二乘法 UPGaV, 最小化残差平方和 U_aaV。容易引起过拟合，在模型的预测精确度和可解释性
上表现很差。

Ç 最优子集选择 U"2bi am#b2i a2H2+iBQMV, 从所有预测变量中选择一个非空子集，让他们的系数非
零，其他元素系数为 y，然后最小化 _aa。最优子集选择会产生一个稀疏的模型，但是由于它是离
散的方法，所以模型的方差很高。

Ç 岭回归 U_B/;2 _2;`2bbBQMV, 在满足其 L2 范数小于某个数时，使 _aa 最小。是一个连续的收缩
方法，通过Ǵ#B�b@p�`B�M+2 i`�/2@QzǴ 使得预测性能较好。但是产生的模型会比较复杂，因为所有的
预测变量都保持在模型中。

Ç 套索回归 UG�bbQ _2;`2bbBQMV, 对 L1 范数进行惩罚，在满足 L1 范数小于某一个数时，使 _aa 最
小。G�bbQ _2;`2bbBQM 可以连续收缩，也可以进行变量选择，在很多情况下，G�bbQ 都是一个有效
的回归模型。但是，在下面三种情形下表现很差,

RX 当预测变量的数目 p 大于观测变量的数目 n 时，G�bbQ 是意义不明确的方法，除非 L1 范数小

于某一个常数。由于凸优化的性质，G�bbQ最多只能选择 n 个变量，这似乎限制了变量选择方

法。

kX 如果有一组变量，两两相关性比较高，那么 G�bbQ 往往只会在这组变量中选其中一个，而且
不关心具体选了的哪一个变量。

jX 对于通常的 n > p 时，如果预测变量之间有高度的相关性，经验表明，_B/;2 _2;`2bbBQM 的预
测准确性明显由于 G�bbQ _2;`2bbBQM。

一个理想的基因选择的方法应该有下面的能力：

Ç 消除不重要的基因；

Ç 一旦群组中一个基因进入模型，整个群组的所有基因自动进去 U即群组选择 U:`QmT2/ a2H2+@
iBQMVV。

文章提出了新的正则化方法, 弹性网回归 U1H�biB+ L2i _2;`2bbBQMV，它在自动选择变量的同时也能实
现连续收缩，并具有群组选择的能力，而且在场景三中的预测效果比 G�bbQ 好。
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假定数据集有 n 个观测值 p 个预测变量，观测值记为 Y = (y1, y2, . . . , yn)T，预测变量记为 X = [X1| . . . |Xp ]，

其中列向量 X j = (x1 j , . . . , xn j )T , i = 1, . . . , p 表示的第 j 个变量的 n 个预测值。假设数据是中心化和标准化

的，即：
n∑

i=1
yi = 0,

n∑

i=1
xi j = 0,

n∑

i=1
x2

i j = 1, for j = 1,2, . . . , p. UkXRV

对于任意非负的 λ1, λ2，朴素弹性网准则定义如下：

L(λ1,λ2,β) = |Y −Xβ|2 +λ2|β|2 +λ1|β|1 UkXkV

其中，|β|2 =∑p
j=1β

2
j , |β|1 =

∑p
j=1β j。通过求上式最小值，可以回归系数 β̂ 的朴素弹性网估计,

β̂= argmin
β

L(λ1,λ2,β) UkXjV

通过下面步骤，可以把朴素弹性网转化为带罚函数的最小二乘法。令 α= λ2

λ1+λ2
，那么,

β̂= argmin
β

|Y −Xβ|2, subject to (1−α)|β|1 +α|β|2 ≤ t for some t UkX9V

(1−α)|β|1 +α|β|2 即为弹性网惩罚，是 G�bbQ 惩罚和 _B/;2 惩罚的凸组合。

kXk aQHmiBQM

朴素弹性网求解方法的主要思想是讲其规约为等价的 G�bbQ 问题。
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G2KK� R 表明通过把原始数据集拓展为增广数据，弹性朴素网问题就规约为了 G�bbQ 问题。增广数据
有 n +p 条观测，矩阵 X ∗ 的秩为 p，也就是说，在任何情况，朴素弹性网的会选择所有 p 个预测变量。

下面分别给出正交设计中，PGa- _B/;2- G�bbQ- M�iBp2 2H�biB+ M2i 的超参数估计值,

β̂
ol s = X T Y UkX8�V

β̂(ridge) = β̂
ol s

1+λ2
UkX8#V

β̂i (lasso) = (|β̂ol s |− λ1

2
)+sgn(β̂ol s

i ) UkX8+V

β̂i (native elastic net) =
(|β̂ol s |− λ1

2 )+
1+λ2

sgn(β̂ol s
i ) UkX8/V

UkX82V

kXj _2bmHib QM i?2 ;`QmTBM; 2z2+i

该定理说明了严格凸性保证了群组效应。

j 1H�biB+ L2i

jXR .2}+B2M+v Q7 i?2 M�Bp2 2H�biB+ M2i

经验表明，朴素弹性网的表现往往没有想象中那么好，除非它接近 _B/;2 或 G�bbQ 回归。朴素弹性网估
计可以看成两阶段过程：

RX 先固定 λ2 寻找岭回归系数c

kX 然后沿着 G�bbQ 系数的路径收缩。

然而相比于 G�bbQ 和 _B/;2，这两次收缩不会明显减少方差，相反还带了不必要的模型偏差。
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可以发现，弹性网估计值就是对朴素弹性网估计值的一种放缩。选择 1+λ2 作为调节因子的原因之一是：

在正交设计中，预测变量是正交的，此时 G�bbQ 估计值是最优值 UKBMBK�t QTiBK�HV，经过 1+λ2 调节之

后，弹性网就变成了最优值。

还有一个原因是考虑对岭回归作用矩阵对分解。

R∗ 矩阵除了被 1
1+λ2
收缩之外，与 PGa 乘子非常类似，这个就是去相关 U即降低相关性V。所以，岭回归
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能够解决线性回归问题的原因在于：岭回归是用了 1
1+λ2
实现了去相关。

弹性网估计结合了岭回归和 G�bbQ 回归，岭回归的去相关步骤是多余的。因为尽管岭收缩可以有效控制
方差，但是 G�bbQ 收缩既可以控制方差也可以得到稀疏解。为了避免双重收缩，因此对朴素弹性网乘上
一个因子 1+λ2。

jXj *QKTmi�iBQMb, i?2 G�_a@1L �H;Q`Bi?K

前面已经提到了可以讲弹性网估计转化为等价的 G�bbQ 回归问题。G�_a 是 G�bbQ 问题的求解算法。
G�_a@1L 算法是基于 G�_a 的，利用了 X ∗ 矩阵的稀疏性对 G�_a 进行了一些调整。

9 .Bb+mbbBQM
RX 弹性网是一种收缩和变量选择回归方法，它产生的是一个稀疏模型，并具有群组效应。

kX 真实数据和数值模拟表明了弹性网预测性能比 G�bbQ 良好。

jX 选取合适的罚函数，弹性网惩罚也可以用于分类问题。

9X 弹性网和极大边际解释有密切的关系。

8X 可以把弹性网看成 G�bbQ 的一个拓展。
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